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E PF L Série 4 - Calcul variationnel

1 Invariance par évolution temporelle

® Objectif : déterminer la grandeur conservée.
Théorie : mécanique analytique.

# Difficulté : ¥ % % % obligatoire.

L’action S [f] d'un systeme physique, qui est une fonctionnelle de la fonction
f(t), est définie durant 'intervalle de temps ¢ € [t;, 1] comme 'intégrale tem-

porelle du lagrangien L (f ), f () ,t),

ty .
si= [ L (rw.fo.e)ar
t;
(a) Montrer que les équations d’Euler-Lagrange,
d(ory or_,
dt \ o f of

peuvent étre écrites de maniere équivalente comme,

oL d oL .
o~ (1 57 7) =0

(b) En déduire que si le systeme physique est invariant par évolution tempo-
relle, I’énergie E définie comme,

oL .
E=—f—1,
é?ff

est une constante du mouvement.
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2 Principe de Fermat

® Objectif : appliquer le principe de moindre action en optique géométrique.
Théorie : mécanique analytique.

# Difficulté : v s % obligatoire.

En optique géométrique, le principe de moindre action de Fermat détermine le
chemin suivi par un rayon lumineux qui se propage dans un milieu caractérisé
par un indice de réfraction n (z,y) dépendant de la position. Le rayon lumineux
de nombre d’onde k va suivre le chemin y (), de la position initiale (z1,y;) a
la position finale (z,¥s), le long duquel I'action,

(902,?/2)
Szﬁk/ n(z,y)ds(z,y) ,
(

$17yl)

est minimale compte tenu de I’abscisse curviligne infinitésimal ds = \/dx? + dy?
tangent a la trajectoire. Pour une position initiale (z1,y;1) = (—1,1) et une
position finale (x2,y2) = (1, 1), déterminer le rayon lumineux pour un indice de
réfraction,

(a) n(x,y) =e,
(b) n(z,y) =a(y—b)ouy>b,a>0etb<]l.

3 Particule chargée dans un champ électromagnétique

® Objectif : appliquer les équations d’Euler Lagrange pour déterminer la dy-
namique de la particule.

Théorie : électromagnétisme.

# Difficulté : v+ % % obligatoire.

Le lagrangien pour une particule de masse m et de charge ¢ dans un champ
électromagnétique décrit par un potentiel scalaire électrique ¢ (x,t) et un po-
tentiel vecteur magnétique A (x,t) s’écrit,

1
L(x,a,t)= §m:i32— qo(x,t)+qA(x,t)- &,

onx=x(t)et & =&(t).
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(a) Montrer que ’équation vectorielle du mouvement de la particule chargée
soumise a la force de Lorentz s’écrit,

m:'i':q(— 0, A (z,1) — V(/b(a:,t)) + g x (V x A(a:,t))

—q (E(zc,t) 4 X B(a:,t)) .
4 Calcul variationnel et équations de Maxwell

® Objectif : établir les équations d’Euler Lagrange pour des champs et les
utiliser afin d’en déduire les équations de Maxwell.

Théorie : électromagnétisme.

# Difficulté : v <% % obligatoire.

L’action d’'un champ électromagnétique en présence d’une densité de charge
électrique p (x,t) et d’une densité de courant électrique j (x,t) dans le vide
s’écrit,

S [¢, Al :/dt///d3gc (% <5OE2(¢,A)—$B2(A)> — p¢—|—j-A> .

ol ¢ est potentiel scalaire et A est le potentiel vecteur. L’action est I'intégrale
sur 1’espace et le temps de la densité lagrangienne,

£oA) =5 (2B 0.A) - BHA)) - poti-A,

ou les champs électrique et magnétique sont exprimés en termes des potentiels
comme,

E(0,A)=-Vo— 9, A e BA)=VxA.

(a) Par un calcul variationnel basé sur 'action écrite de maniére générique
comme une fonctionnelle de champs scalaires ¢, de leurs dérivées tempo-
relles ¢, et de leurs dérivées spatiales 0; ¢,

St = [t [[[ ¢ c(06000,).

oup=0,1,2,3 et © = 1,2, 3, établir les équations d’Euler-Lagrange pour
des champs scalaires,

d {oc d oL oL
at (%) 3 (mm) T o6

=1
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compte tenu des conditions au bord de Dirichlet,

lim 6¢, =0 et lim 6¢, =0.

[t| =00 |x;|—00

(b) En déduire les équations de Maxwell.
5 Calcul variationnel et fonctions d’onde

® Objectif : établir ’équation de Schrodinger par calcul variationnel et
déterminer le niveau d’énergie fondamental de 1'oscillateur harmonique quan-
tique.

Théorie : physique quantique I.
# Difficulté : v+ v % facultatif.

On considere une particule de masse m soumise a un potentiel indépendant du
temps V (z) dont 'état quantique est décrit par la fonction d’onde 9 (z) € C
sous contrainte que son énergie E est constante. Comme la fonction d’onde
complexe a deux degrés de liberté réels, on choisit comme champs linéairement
indépendants 1 et ¢*. L’action de la particule est,

h2

La densité lagrangienne indépendante du temps est,

hQ

(a) A T'aide des résultats de l'exercice précédent, déterminer les équations
d’Euler-Lagrange qui décrivent le mouvement de la particule.

(b) Le dernier terme de 'action S [1, 1*] peut étre interprété a une constante
pres comme le produit du multiplicateur de Lagrange E et de la condition
de normalisation,

/dww— 1=0.

Montrer que la variation de la fonctionnelle énergie définie comme,
h2
/dﬂ? ( om Oy V"0, v+ V () W%)
Ep, ] = ,
[azv

donne les mémes équations d’Euler-Lagrange.
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(¢) Pour une particule décrite par une fonction d’onde 9 () =

a un potentiel harmonique,

1
V(z) = imexz.

2 .
soumniise

déterminer la valeur ay de la constante a > 0 qui minimise la fonctionnelle
énergie F [1),1*] et montrer que I'énergie correspondante Fj est celle du

niveau fondamental de 1'oscillateur harmonique quantique,
1
Ey=-hw.
'

Pour ce faire, utiliser les résultats des intégrales suivantes,

/ e dz = N (a) = \/g,
s a

o 2 dN (a) 1 T
2 ax _ _
[mxe do=——n ~a\Va
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